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Класичним визначенням опуклостi в афiнному просторi над полем дiйсних чисел є на-
ступне: множина є опуклою, якщо разом iз двома своїми точками вона мiстить i вiдрiзок,
що їх з’єднує. Iншими словами множина опукла, якщо її перетин з довiльною прямою
зв’язний. Поруч iз цим визначенням iснує поняття лiнiйної опуклостi. Пiдмножина афiн-
ного простору називається лiнiйно опуклою, якщо через будь-яку точку доповнення до
неї проходить гiперплощина, яка дану множину не перетинає. Iншими словами, множина
лiнiйно опукла, якщо доповнення до неї є об’єднанням гiперплощин. В афiнному просто-
рi опуклi вiдкритi множини (опуклi компакти) це в точностi всi зв’язнi лiнiйно опуклi
вiдкритi множини (лiнiйно опуклi компакти), а всяка зв’язна компонента лiнiйно опуклої
вiдкритої множини опукла. Також кожна регулярна i обмежена лiнiйно опукла область
є опуклою. Проте при вiдкиданнi умови обмеженостi або регулярностi дане твердження
перестає бути вiрним, що показують наступнi приклади:
1. регулярної але необмеженої лiнiйно опуклої областi
2. обмеженої але нерегулярної лiнiйно опуклої областi
Узагальненням даних понять є визначення опуклостi й лiнiйної опуклостi в компле-
ксному n-вимiрному евклiдовому просторi Cn. Тобто, множина називається C-опуклою,
якщо її перетин довiльною комплексною прямою ациклiчний (зв’язний й однозв’язний).
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Множина називається лiнiйно C-опуклою, якщо її доповнення до Cn є об’єднанням ком-
плексних гiперплощин. Також iснує поняття m-опуклостi, де замiсть прямих i гiперпло-
щин беруться m-вимiрнi площини. Поняття лiнiйної C-опуклостi в Cn аналогiчне лiнiйнiй
(2n − 2)-опуклостi в Rn, тiльки замiсть усiх (2n − 2)-площин беруться тiльки тi, якi вiд-
повiдають комплексним гiперплощинам. З огляду на це, можна ввести поняття лiнiйної
опуклостi в Rn i вiдносно деякої множини W афiнних пiдпросторiв в Rn
Означення 1. Множина E ⊂ Rn називається опуклою вiдносно множиниW афiнних
лiнiйних пiдмноговидiв в Rn, якщо її доповнення до Rn є об’єднанням елементiв з W .
Означення 2. Для довiльної множини E ⊂ Rn назвемо пiдмножину E∗ ⊂ W спря-
женою до множини E, якщо E∗ = {l ∈ W | l не перетинає E}, вiдповiдно E∗∗ =
Rn\ ⋃
l∈E∗
l ⊂ Rn (остання формула коректна, оскiльки кожен елемент множини W є
пiдмножиною Rn).
Помiтимо, що поняття спряженої i подвiйної спряженої множини має сенс тiльки для
пiдмножин Rn оскiльки множина W може й не мати структури лiнiйного простору. Оче-
видно, що опуклiсть множини вiдносно W рiвносильна рiвностi E = E∗∗. Множину E∗∗
назвемо опуклою оболонкою множини E ∈ Rn вiдносно W . Без усяких додаткових припу-
щень вiдносно множини W справедливi наступнi твердження.
Твердження 1. Якщо множина E1 належить множинi E, то для спряжених мно-
жин справедливi наступнi включення E∗ ⊂ E∗1 й E∗∗1 ⊂ E∗∗.
Доведення. Якщо пряма l не перетинає E, то вона не перетинає й E1, отже E∗ нале-
жить E∗1 .
⋃
l∈E∗
l ⊂ ⋃
l∈E∗1
l а отже,
E∗∗1 = Rn\
⋃
l∈E∗1
l ⊂ Rn\
⋃
l∈E∗
l = E∗∗.
Твердження 2. Нехай f : Rn → Rm - сюр’єктивне афiнне вiдображення й множина
E ⊂ Rm опукла вiдносно множини W , тодi множина f−1(E) ⊂ Rn опукла вiдносно
множини f−1(W ) = {f−1(p) ⊂ Rn, p ∈ W}.
Доведення. Вiзьмемо довiльну точку x, яка не належить прообразу f−1(E), тодi iснує
афiнний пiдпростiр l ∈ W , що проходить через точку f(x) i не перетинає множину E. Отже
й прообрази f−1(l) i f−1(E) не перетинаються. Тепер для повноти доведення варто лише
уточнити, що f−1(l) є афiнним пiдпростором Rn.
Твердження 3. (
⋃
α
Eα)
∗ =
⋂
α
E∗α.
Доведення. Розглянемо ланцюжок рiвностей: (
⋃
α
Eα)
∗ = {l ∈ W | l не перетинає⋃
α
Eα} =
⋂
α
{l ∈ W | l не перетинає Eα} =
⋂
α
E∗α. 
Твердження 4. E ⊂ E∗∗, (E∗∗)∗ = E∗.
Доведення. Об’єднання всiх лiнiйних многовидiв з множини W , якi не перетинають
E, належить доповненню до E:
⋃
l
⋂
E=∅,l∈W
l ⊂ Rn\E. Перейшовши до доповнень отримаємо
включення E ⊂ E∗∗. Iз твердження 1 слiдує, що E∗∗∗ = (E∗∗)∗ ⊂ E∗. Далi, нехай лiнiй-
ний многовид l є елементом множини E∗, тодi l не перетинає множину E, а отже l не
перетинає й множину E∗∗ = Rn\ ⋃
l∈E∗
l, звiдки l ∈ (E∗∗)∗. Отримали обернене включення
E∗ ⊂ (E∗∗)∗ = E∗∗∗.
Твердження 5. Перетин довiльної сукупностi опуклих вiдносно W множин опуклий
вiдносно W (аксiома опуклостi).
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Доведення. Розглянемо перетин E =
⋂
Ek, де кожна множина Ek- опукла вiдносно
W . Виберемо деяку точку x поза множиною E, тодi x /∈ Ek для деякого номера k. Тодi
iснує афiнний многовид l ∈ W , який мiстить точку x i для якого перетин l⋂Ek порожнiй,
а значить й l
⋂
E = ∅.
Для об’єднання множин аналогiчний результат невiрний навiть для послiдовностей
множин впорядкованих по включенню.
Приклад 1. Розглянемо послiдовнiсть множин на площинi, опуклих вiдносно множи-
ни всiх прямих (лiнiйно опуклих)
Dn = {(x, y)|x ≥ 0,−nx ≤ y ≤ nx}.
Їх об’єднання, множина
D =
⋃
n
Dn = {(x, y)|x > 0}
⋃
{(0, 0)}
вже не є лiнiйно опуклою. Кожна з прямих, що проходять через точку (0, 1) перетинає
множину D.
Проте для компактних множин є справедливими наступнi твердження.
Твердження 6. Нехай задана монотонна послiдовнiсть компактiв Ek, k = 1, 2, ..,
Ek+1 ⊂ Ek й E =
⋂
k
Ek. Тодi E∗ =
⋃
k
E∗k.
Доведення. Множина E належить Ek, тодi для всiх номерiв k з твердження 1 ви-
пливає включення E∗k ⊂ E∗, i отже
⋃
k
E∗k ⊂ E∗ . Доведемо включення в iншу сторону.
Припустимо, що перетин l
⋂
E є порожньою множиною, але для всiх номерiв k перетин
l
⋂
Ek = Pk 6= ∅. Всi множини Pk - компактнi i справедливе включення Pk+1 = l
⋂
Ek+1 ⊂
l
⋂
Ek = Pk. Але тодi з теореми про вкладенi компакти випливає, що перетин l
⋂
E =
⋂
k
Pk
не є порожньою множиною. Отримали протирiччя, а значить, E∗ =
⋃
k
E∗k .
Твердження 7. Якщо компакт апроксимується ззовнi послiдовнiстю областей Dk, k =
1, 2, .. , то E∗ =
⋃
k
D∗k, E∗∗ =
⋂
k
D∗∗k .
Доведення. Iз твердження 1 випливає включення
⋃
k
D∗k ⊂ E∗. Якщо афiнний мно-
говид l ∈ W не перетинає E, то внаслiдок компактностi множини E, l не перетинає й
деякий окiл E, а внаслiдок апроксимацiї E областями Dk, k = 1, 2, .., цей окiл мiстить i
деяку область Dk0 , отже E∗ ⊂ D∗k0 ⊂
⋃
k
D∗k. Рiвнiсть E∗∗ =
⋂
k
D∗∗k випливає iз твердження
3. 
Означення 3. Вiдкрита множина D ⊂ Rn називається cлабо опуклою вiдносно мно-
жини W афiнних лiнiйних пiдмноговидiв в Rn, якщо через кожну точку її межi ∂D
проходить деякий елемент з множини W .
Очевидно будь-яка опукла вiдносно множини W область є cлабо опуклою вiдносно W .
Твердження 8. Кожна слабо опукла вiдносноW область D є зв’язною компонентою
деякої опуклої вiдносно W вiдкритої множини. Крiм того, кожна зв’язна компонента
опуклої вiдносно W вiдкритої множини є слабо опуклою вiдносно W .
Доведення.Нехай x - довiльна точка межi ∂D. Виберемо один iз елементiв lx множини
W , що проходять через x та не перетинають D. Отже, кожна точка, у тому числi й x,
площини lx не належить D∗∗. Тобто, будь-яка точка межi ∂D не належить D∗∗. Але D ⊂
D∗∗, тому D - зв’язна компонента опуклої вiдносно W множини D∗∗. Другий висновок
очевидний.
Означення 4. Замкнену множину M ⊂ Rn назвемо слабо опуклою вiдносно W , якщо
вона апроксимується ззовнi послiдовнiстю слабо опуклих вiдкритих множин.
Твердження 9. Кожний слабо опуклий зв’язний компакт K є зв’язною компонен-
тою деякої опуклої замкненої множини.
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Доведення. Нехай K апроксимується ззовнi послiдовнiстю слабо опуклих областей
Dk, K =
⋂
k
Dk. Вiдповiдно до твердження 8 Dk спiвпадає iз зв’язною компонентою мно-
жини D∗∗k , а згiдно твердження 7 K∗∗ = (
⋂
k
Dk)
∗∗ =
⋂
k
D∗∗k . Тодi зв’язна компонента
⋂
k
D∗∗k ,
яка мiстить K, мiститься в перетинi
⋂
k
Dk = K, обернене включення очевидне.
Зауваження. Замiсть простору Rn можна взяти довiльний афiнний многовид.
При деяких додаткових припущеннях, а саме при локальнiй тривiальностi введенного
в самому текстi доведення розшарування Σ, справедливе наступне твердження.
Теорема 1. Область D ⊂ Cn з гладкою межею класу C1 тодi i тiльки тодi є лi-
нiйно опуклою, коли iснує неперервна функцiя f , яка ставить у вiдповiднiсть кожнiй
комплекснiй гiперплощинi L, що перетинає область D, точку в перетинi L
⋂
D.
Доведення. Спочатку доведемо достатнiсть.
Припустимо, що iснує вказана в умовi теореми неперервна функцiя f , алеD не є лiнiйно
опуклою, тодi лiнiйна оболонка областi D не спiвпадає з самою областю. Тобто iснує така
z, що не належить Di належить її лiнiйнiй оболонцi. Довiльна комплексна гiперплощина,
що проходить через точку z, перетинає область D.
Кожному одиничному вектору ν ∈ Cn вiдповiдає гiперплощина Lν 3 z, для якої ν
є нормаллю. Внаслiдок припущення, кожнiй Lν поставлена точка zν ∈ Lν
⋂
D, zν 6= z,
оскiльки z /∈ D.
Поставимо у вiдповiднiсть кожному вектору zzν колiнеарний йому (з дiйсним коефiцi-
єнтом) одиничний вектор τ .
Ми побудували неперервну функцiю ϕ, оскiльки вона є композицiєю неперервних фун-
кцiй, яка ставить довiльному одиничному вектору ν одиничний вектор τ
ϕ : S2n−1 → S2n−1.
Але за схемою побудови ϕ(−z) = ϕ(z), ϕ(z) ⊥ z, що неможливо, оскiльки з ортогональностi
ϕ(z) ⊥ z випливає гомотопнiсть вiдображення ϕ тотожньому вiдображенню id : S2n−1 →
S2n−1. Отже ϕ має степiнь 1 по модулю 2, а з умови ϕ(−z) = ϕ(z) випливає, що ϕ має
степiнь 0(mod 2).
Необхiднiсть.
Нехай D - лiнiйно опукла область з гладкою межею. Звiдси випливає, що вона є також
сильно лiнiйно опуклою. Iснує гомеоморфiзм мiж множиною гiперплощин, що перети-
нають D i множиною Cn\D∗, доповнення до спряженої множини D∗. Гiперплощину, що
вiдповiдає точцi z ∈ Cn\D∗ позначимо через Lz. Внаслiдок сильної лiнiйної опуклостi D,
множина Cn\D∗ є ациклiчною i вiдкритою, i кожнiй точцi z ∈ Cn\D∗ вiдповiдає ациклiчна
множина F (z) = Lz
⋂
D.
Доведемо, що багатозначне вiдображення F є неперервним. Тобто, кожен окiл множи-
ни F (z0) мiстить всi F (z) для всiх z з деякого околу точки zo (неперервнiсть зверху) i
довiльний окiл довiльної точки з F (zo) має непорожнiй перетин з усiма F (z) для всiх z з
деякою околу точки z0 (неперервнiсть знизу).
Довiльна гiперплощина Lz, що перетинає D, не може бути дотичною до ∂D в жоднiй
точцi перетину, оскiльки область D є лiнiйно опуклою, а отже i локально лiнiйно опуклою,
а отже i локально лiнiйно опуклою i кожна дотична до ∂D гiперплощина не повинна
перетинати D.
З останнього твердження i випливає неперервнiсть вiдображення F , а також, що мно-
жини Lz
⋂
D мають гладку межу.
Оскiльки всi множини Lz
⋂
D ациклiчнi, вiдкритi i мають гладку межу, то вони по-
парно гомеоморфнi. Тодi ми можемо розглянути вiдображення як розшарування Σ над
базою Cn\D∗ i з шаром Lz
⋂
D. Воно є локально тривiальним за припущенням. А внаслi-
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док стягуваностi бази Cn\D∗ воно є топологiчно еквiвалентним декартовому добутку, при
умовi, що саме розшарування ми розглядаємо у просторi Cn\D∗×D. Вибравши довiльним
чином точку в одному шарi декартового добутку w ∈ Lz
⋂
D ми отримаємо неперервну
однозначну функцiю f таку, що f(z) ∈ F (z), для всiх z ∈ Cn\D∗, що i треба було довести.
1. Деякi варiанти рiзних означень лiнiйної опуклостi
Наведемо декiлька прикладiв, коли спряжений простiр iзоморфний даному, i кожнiй точцi
даного простору вiдповiдає лiнiйний пiдмноговид спряженого простору, що складається iз
всiх елементiв, що проходять через цю точку. У цьому випадку E∗∗ = (E∗)∗, де в правiй ча-
стинi рiвностi обидва спряження беруться по однакових формулах але в рiзних просторах,
а E належить одному з них.
Приклад 2. Розглянемо простiр R3 й W - множину прямих у ньому, паралельних
данiй площинi S. Тодi опуклiсть множини вiдносно W рiвносильна класичнiй лiнiйнiй
опуклостi кожного перетину множини площиною, паралельною площинi S. Якщо ми
введемо в R3 координати так, що S = {x = (x1, x2, x3) ∈ R3|x3 = 0}, тодi кожна пряма з
W буде задаватися рiвнянням
l = {x = (x1, x2, x3) ∈ R3|x3 = d, ax1 + bx2 + cx3 = 0,
(a : b : c) ∈ RP 2, d ∈ R}.
А значить множина W гомеоморфна декартовому добутку RP 2 × R , де RP 2 - прое-
ктивна площина. Якщо ми розширимо R3 до простору RP 2 × R й введемо координати
x = (x1 : x2 : x3;x4), де (x1 : x2 : x3) проективнi координати в проективнiй площинi RP 2,
x4 ∈ R, тодi спряження буде задаватися у виглядi, симетричному вiдносно даного й спря-
женого просторiв. Отже, данi вiдображення iндукують на множинiW структуру лiнiйного
простору RP 2×R, i ми можемо розглядати множини E i E∗ як такi, що належать одному
лiнiйному простору RP 2 × R.
Приклад 3. Вiзьмемо простiр R3 i множинуW прямих, що належить площинам пучка,
кожна площина якого проходить через деяку фiксовану пряму l0 . Ясно, що множина W
гомеоморфна RP 2 × RP 1 . Якщо ми введемо в просторi R3 координати так, що
l0 = {x = (x1, x2, x3) ∈ R3|x1 = x2 = 0}
то кожна пряма з множини W буде задаватися рiвнянням
l = {x = (x1, x2, x3) ∈ R3|ax1 + bx2 = 0, bx1 − ax2√
a2 + b2
c+ dx3 + e = 0},
(a : b) ∈ RP 1, (c : d : e) ∈ RP 2, (якщо {e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0)} - ортонормований базис
на площинi x3 = 0, тодi
{be1 − ae2√
a2 + b2
, e3}
- ортонормований базис на площинi ax1 + bx2 = 0 i однiєю з координат на нiй можна
вважати число
bx1 − ax2√
a2 + b2
). Це рiвняння не є лiнiйним вiдносно координат спряженого про-
стору, а точцi x = (0, 0, x3) вiдповiдає двовимiрна площина. Але, якщо ми в множинi W
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замiнимо прямi, паралельнi площинi S, площинами паралельними площинi S, то рiвняння
ax1 + bx2 = 0 ми можемо записати у виглядi
c
ax1√
a2 + b2
+ c
bx2√
a2 + b2
= 0,
яке перетворюється в тотожнiсть при c = 0. Замiнивши
bc√
a2 + b2
на a′,
−ac√
a2 + b2
на b′, d
на c′, e на d′ одержимо
l = {x = (x1, x2, x3) ∈ R3|a′x1 + b′x2 + c′x3 + d′ = 0,−b′x1 + a′x2 = 0},
(a′)2 + (b′)2 + (c′)2 + (d′)2 6= 0.
Отже множина W iзоморфна RP 3 й складається iз прямих паралельних данiй прямiй або
тих, що перетинають її пiд гострим кутом, а також з перпендикулярних їй площин. Анало-
гiчно попередньому прикладу, R3 можна розширити до RP 3 i тодi вiдношення спряження
буде симетричним i лiнiйним вiдносно двох iзоморфних просторiв.
Приклад 4. Розглянемо бiльш загальний приклад. Вiзьмемо лiнiйний простiр RP n i
кососиметричний оператор A на ньому. Вiдомо, що (Ax, x) = 0, де дужки означають ска-
лярний добуток. Нехай W (A) складається з лiнiйних пiдпросторiв, ортогональних векто-
рам Ax й x для деякого вектора x. ЕлементамиW (A) будуть площини корозмiрностi 1 й 2.
Якщо A = 0, то множина W (A) буде множиною всiх гiперплощин. В останньому випадку
кожна площина, що не проходить через початок координат, задається точкою y ∈ RP n
за допомогою спряження (x, y) = 0. Помiтимо, що множина площин, що проходять через
дану точку, задається точками, якi лежать на деякiй площинi. Цю вiдповiднiсть можна
узагальнити й для довiльного оператора за допомогою рiвностей (x, y) = 0, (x,Ay) = 0.
Тодi множина, спряжена точцi, задається рiвностями (y, x) = 0, (y, Ax) = 0 i належить
W (A) (оскiльки (x,Ay) = −(Ax, y) = 0 для кососиметричного оператора). У зв’язку з тим,
що для непарних розмiрностей всi лiнiйнi оператори мають iнварiантнi прямi, то множи-
на W (A) для непарних розмiрностей обов’язково мiстить гiперплощини (корозмiрностi 1)
поряд iз площинами корозмiрностi 2.
2. Основна теорема
Теорема 1. Нехай D вiдкрита обмежена зв’язна множина в Rn iз гладкою межею
класу C1, опукла вiдносно сiм’ї (2n−2)-вимiрних площин, паралельних площинi {x ∈ Rn |
xn = 0}. Тодi її межа ∂D є когомологiчною сферою Sn−1.
Доведення. Розглянемо проекцiю λ множини Cl D на пряму Oxn. Її звуження на межу
λ : ∂D → R - гладке вiдображення гладких многовидiв. Вiдповiдно до теореми Сарда [4]
образ множини його сингулярних точок λ(S), S ⊂ ∂D має мiру нуль на прямiй. Отже,
для майже всiх точок y ∈ λ(∂D) множина λ−1(y)⋂ ∂D є сукупнiстю гладких поверхонь,
межею лiнiйно опуклої вiдкритої множини в площинi {x ∈ R|xn = y} = Λy.
Для регулярних значень y вiдображення λ множини λ−1y ⊂ Cl D i Cl(λ−1y
⋂
D) спiв-
падають. А отже Λy
⋂
∂D - межа опуклої областi λ−1(y) = Λy
⋂
Cl D у гiперплощинi Λy.
Нехай x0 ∈ λ−1(λ(S))
⋂
D - довiльна точка нерегулярного перетину областi D. Виберемо
окiл U(x0) цiєї точки, що лежить в D. Нехай x1 iнша точка множини λ−1(λ(S))
⋂
Cl D. У
силу щiльностi в λ(Cl D) регулярних перетинiв, iснує послiдовнiсть A = {x1n} точок, що
належать регулярним перетинам, яка сходиться до точки x1. Виберемо пiдпослiдовнiсть
послiдовностi A, що має властивiсть λ(x1n) ⊂ λ(U(x0)). Не порушуючи загальностi нехай
цiєю властивiстю володiє сама послiдовнiсть A. Виберемо iншу послiдовнiсть B = {x0n}
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збiжну до точки x0, i таку, що має додаткову властивiсть x0n ∈ U(x0)
⋂
λ−1(λ(x1n)). Па-
ри точок x1n й x0n належать опуклiй множинi D
⋂
λ−1(λ(x1n)), i тому вiдрiзок, що їх
з’єднує, [x1n, x0n] теж належить D
⋂
λ−1(λ(x1n)). Границя послiдовностi вiдрiзкiв [x1n, x0n]
природно мiстить у собi вiдрiзок [x1, x0]. Тому для довiльної точки y ∈ λ(Cl D) множина
λ−1(y)
⋂
Cl D буде зiрковою вiдносно довiльної точки з λ−1(y)
⋂
D, а множина λ−1(y)
⋂
D
опуклою. Аналогiчно доводиться, що множина λ−1(y) зiркова для межових точок множини
λ(Cl D).
Отже, перетин будь-якого променя паралельного площинi {x ∈ Rn|xn = 0}, що вихо-
дить iз областi D, iз межею ∂D є або точкою або замкнутим вiдрiзком (iнакше кажучи,
вiн є ациклiчним).
Доведемо, що iснує крива l ⊂ Cl D, що взаємно однозначно проектується на λ(Cl D).
Нехай точки a, b ∈ ∂D проектуються в кiнцi вiдрiзка λ(D¯). Внаслiдок зв’язностi iснує
спрямлювана крива l1, яка їх з’єднує i повнiстю, за винятком своїх кiнцiв, лежить в D. В
околах точок a й b криву l1 задамо вiдрiзками [a, a1], [b, b1] внутрiшнiх нормалей до гладкої
межi так, щоб вони проектувалися взаємно однозначно на свiй образ. Будемо йти уздовж
кривої до точки c, для якої множина λ−1(λ(c))
⋂
l1 складається з бiльш нiж однiєї точки.
Якщо ця точка не належить регулярному перетину, то замiсть такої точки вiзьмемо
точку c1, що слiдує за c на кривiй l1 i таку, що λ−1(λ(c1))
⋂
l1 також складається з бiльш нiж
однiєї точки. Вибiр такої точки можливий у силу вiдкритостi D. У цiй множинi вiзьмемо
точку d, яка на кривiй l1 слiдує за всiма iншими точками λ−1(λ(c))
⋂
l1, це можливо в
силу компактностi кривої. Нехай Λα = {x ∈ Rn|xn = α}. Вiдрiзок [c, d] повнiстю лежить
в D у силу опуклостi D
⋂
Λλ(c) i проектується в одну точку вiдрiзка λ(Cl D). Оскiльки
область D вiдкрита, iснує точка d1, що слiдує за d на кривiй, така, що вiдрiзок [c, d1]
лежить в D, а дуга кривої ^ ac в об’єднаннi з вiдрiзком [c, d1] проектується на пряму
Oxn взаємно однозначно. Оскiльки крива l1 є впорядкованою множиною, то, пройшовши
уздовж кривої i замiнивши послiдовно необхiднi дуги на вiдрiзки, ми одержимо криву
l ⊂ Cl D, що взаємно однозначно проектується в пряму Oxn.
Нехай λ(D) = (α, β), тодi для як завгодно малого ε > 0 iснує δ > 0 таке, що для
будь-якого γ ∈ [α+ ε, β − ε] iснує сфера в площинi Λγ радiуса δ iз центром у точцi l
⋂
Λγ,
що цiлком лежить в D. Якщо необхiдно, зменшимо ε й δ, так щоб конуси з вершинами в
точках a й b i основами Sn−2(α + ε) й Sn−2(β − ε) вiдповiдно належали D. Об’єднання H
всiх таких сфер i конусiв гомеоморфне сферi Sn−1.
Розглянемо вiдображення σ : ∂D → H, таке що точка x ∈ ∂D вiдображається в точку
перетину променя з початком в Λλ(x)
⋂
l, що проходить через x, i сфери Sn−2(λ(x)).
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Таке вiдображення є однозначним й ациклiчним (прообразом точки є або точка або за-
мкнутий вiдрiзок). А отже, внаслiдок теореми Вiєторiса-Бегля [8] воно iндукує iзоморфiзм
груп когомологiй множин ∂D й Sn−1. Теорема доведена.
Наслiдок 1. Нехай D вiдкрита обмежена зв’язна множина в Rn iз гладкою межею
класу C1, опукла вiдносно сiм’ї (2n−2)-вимiрних площин, паралельних площинi {x ∈ Rn |
xn = 0}. Тодi її межа ∂D є топологiчною сферою Sn−1 при n > 4.
Доведення. Розглянуте в доведеннi теореми вiдображення σ : ∂D → H є однозначним
й точковим (прообразом точки є або точка або замкнутий вiдрiзок). А отже, внаслiдок
теореми Компанiйця [7] воно iндукує iзоморфiзм груп гомотопiй множин ∂D й Sn−1.
Згiдно Теореми Смейла про h-кобордизм [5] та теореми Фрiдмана [6] при n > 4 гомо-
топiчна сфера є топологiчною сферою. 
Нехай теперW1 – множина площин в просторi Rn таких, що афiнна оболонка, натягнута
на довiльну з них i на фiксовану площину Λ0 корозмiрностi 2, не спiвпадає з Rn. Iншими
словами, W1 – множина площин, якi належать гiперплощинам пучка гiперплощин ∆α, що
мiстять площину Λ0.
Наслiдок 2. Нехай D вiдкрита обмежена зв’язна множина в Rn iз гладкою межею
класу C1, опукла вiдносно сiм’ї W1. Якщо D не має спiльних точок з деякою площиною
пучка ∆α (позначимо її ∆0), тодi її межа ∂D є когомологiчною сферою Sn−1, а при n > 4
межа ∂D є також гомеоморфною сферi Sn−1.
Доведення. Розглянемо довiльне проективне вiдображення pi простору Rn самого в
себе, яке переводить площину ∆0 в нескiнченнiсть. Це вiдображення переводить множину
Rn\∆0 гомеоморфно саму в себе, а гiперплощини пучка ∆α в паралельнi гiперплощи-
ни. Отже, множина pi(D) є пошарово лiнiйно опуклою, i внаслiдок попередньої теореми
2.3.1 ї ї межа ∂(pi(D)) є когомологiчною сферою. Оскiльки, гомеоморфнi множини мають
iзоморфнi групи когомологiй, то i ∂D є когомологiчною сферою Sn−1. Твердження про
гомеоморфнiсть ∂D сферi Sn−1 при n > 4 доводиться аналогiчно попередньому наслiдку.

Наступнi приклади показують iстотнiсть гладкостi межi й обмеженостi областi в тео-
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ремi.
Приклад 5. Нехай
D = {x = (x1, x2, x3) ∈ R3|1 < |x1|+ |x3| < 3, 0 < x2 < 1}.
Легко переконатися, що область D опукла вiдносно сiмейства прямих, паралельних пло-
щинi {x3 = 0}, оскiльки через кожну доповнення проходить пряма паралельна або осi 0x1
або осi 0x2 i така, що не перетинає областi D. Перетини цiєї областi площинами {x3 = d}
при 1 < |d| < 3 будуть прямокутниками
{x = (x1, x2, x3) ∈ R3||x1| < 3− d, 0 < x2 < 1},
а при −1 ≤ d ≤ 1 будуть складатися iз двох прямокутникiв
{x = (x1, x2, x3) ∈ R3|(d− 3 < x1 < d− 1, 0 < x2 < 1)
∨
∨
(1− d < x1 < 3− d, 0 < x2 < 1)}.
Границя областi ∂D гомеоморфна тору й має нетривiальну одновимiрну групу когомо-
логiй.
Приклад 6. Нехай
D = {x = (x1, x2, x3) ∈ R3|f(x1, x2, x3) = x21 − x22(1− x23) + x23 − 1 > 0}.
Кожен перетин областi D площиною
Σd = {x3 = a},−1 < a < 1
являє собою
D
⋂
Σd = {x = (x1, x2) ∈ R2|x21/(1− d2)− x22 > 1}
внутрiшнiсть гiперболи (двi компоненти, що не перетинають пряму x1 = 0) i є лiнiйно
опуклим. Область D має гладку межу, оскiльки градiент
grad f = (2x1, 2x2(1− x23), 2x3(1− x22))
вiдмiнний вiд 0 на ∂D, i опукла вiдносно сiм’ї прямих, паралельних площинi {x3 = 0}.
Межа областi ∂D гомеоморфна поверхнi нескiнченного цилiндра над колом й має нетри-
вiальну одновимiрну групу когомологiй.
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